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Аннотация

Последовательная труэль — это игра трёх игроков, обобщаю-
щая дуэль. Для этого класса игр известен парадокс «выживания
слабейшего», когда в равновесии игрок с наименьшей меткостью
имеет наибольшую вероятность остаться в живых. В работе пока-
зывается, что при наличии стрельбы в воздух существует равнове-
сие по Нэшу, совершенное на подыграх, для которых с наибольшей
вероятностью выживает, напротив, сильнейший из игроков.

1 Введение
Кратко труэль (в самой простой постановке) можно описать как обоб-
щение дуэли. Имеется три игрока, каждый из которых характеризуется
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фиксированной меткостью. Игроки стреляют в заранее заданном поряд-
ке, каждый раз выбирая, в кого стрелять. Стрельба продолжается до
тех пор, пока не останется единственный выживший. Выигрыш любого
игрока равняется его вероятности выжить.

Изначально труэль была предложена Киннардом [1] в качестве мате-
матической головоломки. Впоследствии эта задача встречалась в разных
сборниках задач и популярно-научной литературе (см. [2, глава 20, за-
дача 9], [3, задача 20], [4]).

Задача привлекала своё внимание парадоксом, который можно сфор-
мулировать как «выживание слабейшего». Уже в первых публикациях
(см. [5], [6], [7]), показывается, что игрок с наибольшей меткостью вы-
живает с наименьшей вероятностью. Этот парадокс был подтверждён
результатами ([8], [9]), где задача была формализована с точки зрения
теории игр, а под решением подразумевалось нахождение равновесия по
Нэшу.

Труэль можно рассматривать как модель поведения в условиях на-
пряжённого конфликта. Так, равновесия в труэлях использовались в
психологических исследованиях [10], для моделирования политических
конфликтов [11], выбора решающего мнения при дебатах [12].

Целый ряд приложений труэлей возникает при рассмотрении сетевого
взаимодействия N игроков. Здесь можно говорить, как о конкурентной
борьбе фирм на рынке [12], так и об изменении популяции с течением
времени [13], [14], что находит применения в эволюционной теории [15].

Насколько нам известно, задача поиска всех равновесий (даже совер-
шенных на подыграх) до конца не решена. Проблема здесь состоит в
том, что строгая формализация труэли как динамической игры допус-
кает множество толкований: в каждом случае надо доопределить, что
происходит в игре при бесконечном повторении промахов (а также со-
знательных выстрелов «в воздух», см. ниже).

В данной работе рассматривается одна из стандартных формализа-
ций труэли — последовательная труэль, и показывается, что при опре-
делённых параметрах существует равновесие по Нэшу, совершенное на
подыграх, в котором с наибольшей вероятностью выживает сильнейший
игрок. Текст устроен следующим образом. В разделе 2 приводится фор-
мализация игры. В следующих трёх разделах 3, 4, 5 мы последовательно
изучаем поведение каждого из игроков. Затем мы определяем стратегии
и доказываем, что данные стратегии образуют равновесие (раздел 6).
Заключения и дальнейшие выводы содержатся в разделе 7.
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2 Формализация игры
Рассмотрим дуэль трёх игроков (труэль) с заданными меткостями 0 <
α < β < γ = 1. Игроков будем обозначать по их меткостям, например,
игрок γ. Нас интересует следующая постановка задачи: рассматривает-
ся последовательная труэль, в которой порядок стрельбы задан заранее
и не меняется в ходе игры. Например, в порядке βγα сначала стреля-
ет игрок β, потом игрок γ (если он жив), затем игрок α (если жив), и
так далее. В начале труэли все игроки живы. В каждом раунде игрок
выбирает, в которого стрелять из оставшихся игроков, или отказывает-
ся от стрельбы (стреляет в воздух). Если он стреляет в противника, то
последний выбивает из игры с вероятностью, равной меткости стреляю-
щего игрока. Все игроки знают, кто в кого стрелял, и кто остался в игре.
Труэль заканчивается, когда в живых остался только один игрок, или
когда все оставшиеся в живых игроки по очереди выстрелили в воздух1

(такая ситуация называется мирным исходом). Выигрыш в игре опре-
деляется следующим образом: если остался один игрок, то он получает
приз в размере 1, а остальные игроки получают 0. Если игра закончилась
мирным исходом, то все игроки получают 0.2

Мы ищем равновесия по Нэшу, совершенные на подыиграх (SPE,
SPE-равновесие). Цель этой работы — описать поведение игроков во всех
SPE-равновесиях в этой игре, в том числе и в смешанных стратегиях.
Для упрощения записи положим α∗ = 1 − α, β∗ = 1 − β, γ∗ = 1 − γ —
вероятности промаха игрока.

Для заданной последовательности стрельбы seq обозначим через yseq
i

и zseq
i минимальные и максимальные выигрыши, реализуемые в каких-

либо SPE-равновесиях. Например, yαβγα — минимальный выигрыш игрока
α в SPE-равновесии для последовательности стрельбы αβγ. Строго гово-
ря, выигрыши и равновесия в игре зависят не только от порядка стрель-
бы, но и от того, были ли выстрелы в воздух в предыдущих раундах.
Например, если предыдущие два раунда игроки стреляли в воздух, то

1Также можно рассматривать ситуацию, когда всем игрокам разрешается по оче-
реди выстрелить в воздух, и только следующий выстрел в воздух заканчивает игру.
То есть, к примеру, если α стреляет в воздух, затем β стреляет в воздух, затем γ
стреляет в воздух, и тогда при повторном выстреле α в воздух игра заканчивается.

2Можно рассматривать формализацию труэлей с положительными выигрышами
игроков при мирном исходе. Структура равновесий в этом случае может быть другой.
Данный случай нами не рассмотрен и оставлен для будущих исследований.
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текущему игроку всегда выгоднее выстрелить в противника, поскольку
тогда он с ненулевой вероятностью получает приз. В случае необходимо-
сти мы будем писать seq(k), где k = 0, 1 или 2 — количество выстрелов
в воздух непосредственно перед ходом первого игрока

3 Поведение игрока γ в SPE-равновесиях.
Лемма 1 Игрок γ в любом SPE-равновесии не стреляет в α, если β
жив. Его минимальный выигрыш в SPE-равновесии для любой последо-
вательности игроков, в которой он стреляет первым, удовлетворяет
неравенству

yγ∗∗γ ≥ α∗.

Доказательство.
В самом деле, в кого бы ни целился игрок γ, он поражает цель пер-

вым же выстрелом. Следовательно, при стрельбе в игрока он попадает в
ситуацию дуэли с оставшимся игроком, в котором его противник стреля-
ет первым. Так как α — более слабый противник, чем β, то для игрока γ
лучше стреляться с α, при этом в любом SPE-равновесии его выигрыш
будет равен α∗.

Посмотрим, существует ли равновесие, в котором γ стреляет в воз-
дух. Предположим, что γ в SPE-равновесии пропускает ход в первом
раунде. Если в данном SPE-равновесии противники γ будут стрелять в
воздух или в него, то спустя два хода в игре он будет либо мёртв, либо
вновь стоять перед выбором мишени в ситуации, когда все живы с поло-
жительной вероятностью, либо получит выигрыш 0 (если все выстрелят
в воздух).

В любом из этих сценариев его ожидаемый выигрыш будет равен
вероятности попасть в четвертый раунд, домноженной на ожидаемый
выигрыш в подыгре, начинающейся с этого раунда. Следовательно, его
ожидаемый выигрыш γ в начале раунда 4 должен быть строго больше,
чем α∗, так как по Лемме 1 его выигрыш как минимум равен α∗ в любом
SPE-равновесии.

Аналогично, если α и β будут стрелять в γ или в воздух в 5 и 6 ра-
ундах, то ожидаемый выигрыш γ в начале раунда 7 должен быть строго
больше выигрыша в начале раунда 4. Повторяя рассуждение, мы полу-
чаем, что в γ должен ожидать всё больший и больший выигрыш, что
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недостижимо3. Поэтому для возможности использования стратегии вы-
стрела в воздух игроком γ этот игрок должен верить, что в рассматрива-
емом равновесии один из его противников стреляет в другого противника
в одном из следующих нескольких раундов.

Лемма 2 Для любой последовательности стрельбы вида ∗∗∗, α∗∗ или
β ∗ ∗ минимальный и максимальный ожидаемые выигрыши игроков α и
β удовлетворяют следующим неравенствам

yα∗∗α ≥ α× yβαα = α
β∗α

1− α∗β∗
,

yβ∗∗β ≥ β × yαββ = β
α∗β

1− α∗β∗
,

z∗∗∗α ≤ yαβα =
α

1− α∗β∗
,

z∗∗∗β ≤ yβαβ =
β

1− α∗β∗
.

Доказательство. Самый плохой вариант, который может произойти с
игроком α (соотв. β) в любом, даже не равновесном сценарии — это когда
оба противника стреляют в этого игрока. При таком выборе стратегий
наилучшим ходом для α (соотв. β) будет выстрел в γ.

Что касается максимально возможного выигрыша, то игрок не может
получить выигрыш больше, чем в дуэли с самым слабым противником,
в котором игрок стреляет первым.

4 Поведение игрока β в SPE-равновесиях.
В этой статье мы будем рассматривать последовательности стрельбы, в
которых β стреляет после α. 4

Может ли β стрелять в α? Если β убивает α, то γ убьёт β в следую-
щем раунде с вероятностью 1, поэтому ожидаемый выигрыш игрока β в

3Каждый раз ожидаемый выигрыш домножается на одно и то же число, большее
1, в то время как никакие выигрыши не могут превосходить 1.

4Симметричный случай — когда циклическая последовательность выстрелов иг-
роков будет βαγ — чрезвычайно интересен, но оказался сложнее для анализа, чем
рассматриваемый нами. Надеюсь, что эта статья вдохновит исследователей на изу-
чение второго случая.
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случае промаха (для последовательности γαβ) должен быть достаточно
большим. Иными словами,

β∗zγαββ ≥ yβγαβ

то есть в силу Леммы 2

zγαββ ≥ β

β∗
α∗β

1− α∗β∗
. (1)

Теперь рассмотрим последовательность γαβ и равновесие, в котором
β получает zγαββ . В силу Леммы 1, игрок γ в случае промаха β, должен
получить по крайней мере α∗. Для того, чтобы β получил положитель-
ный выигрыш, γ с ненулевой вероятностью стреляет в воздух, так как в
противном случае он убивает β. Если же γ пропускает ход, ожидая полу-
чить как минимум α∗, ожидаемый выигрыш игрока α, который стреляет
следующим, должен быть не меньше yαβγα , а значит, он должен быть тем
же самым, что и в подыгре, где γ стреляет в воздух.

Используя неравенство (1), получаем, что сумма гарантированных
выигрышей всех игроков в этом равновесии (при условии пропуска хода
γ) составляет по крайней мере

α∗ + α
β∗ − α∗β∗

1− α∗β∗
+

β

β∗
α∗β

1− α∗β∗
=

α∗β + αβ∗β∗

β∗(1− α∗β∗)
=

β − αβ + α− 2αβ + αβ2

α + β − 2αβ − β2 + αβ2
> 1,

так как β2 > αβ. Следовательно, не существует равновесия, в котором
β с положительной вероятностью стреляет в α для рассматриваемых в
этой статье последовательностей, в которых β стреляет после α.

Подытожим сказанное. Мы убедились в том, что в любом SPE-равновесии
рассматриваемой версии дуэли трёх лиц ни β, ни γ никогда не целятся в
игрока α. Здесь уместно вспомнить, что в предшествовавших формали-
зациях труэлей всегда наблюдался эффект «выживаемости слабейшего»
([5],[12]). Теперь мы видим, почему это происходит. Однако, в отличие
от наших предшественников, мы данное наблюдение строго обосновали.
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5 Поведение игрока α в SPE-равновесиях.
Лемма 3 Рассмотрим последовательности стрельбы αβγ, βγα и γαβ.
Предположим, что игрок α может выстрелить в воздух в свой ход.
Тогда в любом SPE-равновесии должно выполняться неравенство

yαβγα ≥ α.

Более того, для последовательностей γαβ(0) и γαβ(2) игрок γ стре-
ляет в β; в свою очередь, для последовательностей βγα(1), игрок β
стреляет в γ.

Доказательство. Пусть игрок α пропускает ход.
Если β также пропускает ход, то γ должен выстрелить в β, поэтому

выигрыш α равен α.
Пусть теперь игрок β стреляет в γ. Рассмотрим все возможные слу-

чаи. Если β попал в игрока γ, то α получает yαβα = α
1−α∗β∗ в дуэли с

игроком β, в которой α ходит первым.
В том случае, если β промахнулся и γ стреляет в β, игрок α получает

всё тот же выигрыш α, потому что γ не промахивается.
А вот в последнем случае, когда β стреляет в γ и промахивается, а

γ пропускает ход, α имеет возможность снова пропустить ход, и в силу
рассмотренных выше случаев, получить не меньше α либо снова иметь
возможность пропустить ход, и.т.д. Суммируя на всём бесконечном гори-
зонте, мы заключаем, что выигрыш игрока α при возможности стрельбы
в воздух не может быть меньше α ни в одном SPE-равновесии.

Так как α имеет возможность выстрелить в воздух, гарантируя себе
α, то игрок γ не должен стрелять в воздух ни в каком SPE-равновесии.
В самом деле, выстрел в β гарантирует игроку γ выигрыш α∗ и нулевой
выигрыш игроку β. Если же γ пропустит ход, то в таком продолжении
игры у игрока β будет ненулевой ожидаемый выигрыш, а значит, выиг-
рыш игрока γ будет строго меньше α∗.

В свою очередь, так как в рассматриваемых сценариях (когда α мо-
жет пропустить ход) игрок γ будет стрелять в β, то для игрока β стрельба
в воздух тоже не оптимальна.

Возможны ли такие SPE-равновесия, в которых α стреляет в воздух?
Рассмотрим следующие стратегии (см. [8]): β и γ стреляют друг в дру-
га вне зависимости от предыстории, и изучим, при каких условиях на
параметры игрок α будет стрелять в воздух.
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Если α стреляет, то выгоднее стрелять в γ, чем в β. В самом деле, в
случае промаха разницы не будет — ибо стратегии β и γ по условию не
зависят от предыстории. А в случае попадания лучше попасть в γ, это
оставляет положительный выигрыш.

При выстреле в γ игрок α получает

αyβαα + α∗
[
βyαβα + β∗α

]
.

Если игрок α стреляет в воздух, его выигрыш равен

βyαβα + β∗α.

Следовательно, игрок α выберет выстрел в γ если

yβαα > βyαβα + β∗α

β∗α

1− α∗β∗
> β

α

1− α∗β∗
+ β∗α

β∗α > αβ + αβ∗ − αα∗β∗β∗

β∗α > α− αα∗β∗β∗

β∗ > 1− α∗β∗β∗

β < α∗β∗β∗.

В итоге, мы получили, что

Лемма 4 Для последовательностей, в которых β стреляет после α,
во всех SPE-равновесиях, в которых β не воздерживается от стрельбы,
игрок γ стреляет в β в любой предыстории, в то время как α стреляет
в γ если β < α∗β∗β∗, иначе он стреляет в воздух.

Заметим, что если β > β∗β∗ (т.е. β > 3−
√
5

2
≈ 0.381 97), игрок α обяза-

тельно выстрелит в воздух.
Нас, однако, интересуют и другие равновесия, не найденные нашими

предшественниками. Дело в том, что в известных нам предыдущих ис-
следованиях авторы молчаливо предполагали стратегии игроков не зави-
сящими от предыстории, тем самым ограничиваясь лишь равновесиями
в стационарных стратегиях. Однако угрозы и их формализация в виде
общей концепции равновесия, совершенного на подыграх, прочно вошли
в обиход современной теории игр.
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Попытаемся найти пример равновесия с кардинально другим сцена-
рием поведения игроков, и как следствие, с принципиально иным распре-
делением вероятностей выживания в дуэли трёх лиц. Заметим, что для
этого нам сразу надо предположить, что игрок β с положительной веро-
ятностью стреляет в воздух, и «вынудить» игрока α стрелять в одного
из двух оставшихся игроков.

6 Построение нового SPE-равновесия
Что, если у α не возможности стрельбы в воздух? Для этого оба игрока
β и γ должны пропустить ход в предыдущих раундах. Рассмотрим SPE-
равновесие, в котором β в раунде 1, и γ в раунде 2 стреляют в воздух.
Чтобы γ выстрелил в воздух, он должен ожидать, что в будущем (не
обязательно непосредственно в раунде 3) игрок α выстрелит в β с поло-
жительной вероятностью; в противном случае его ожидаемый выигрыш
будет строго меньше α∗ — в силу того, что γ никогда не начнёт дуэль
первым.

Аналогично, чтобы β выстрелил в воздух, он должен ожидать, что
игрок γ в некоторый момент выстрелит в воздух, и игрок α в некоторый
момент выстрелит в γ. Отметим, что чем больше значение α, тем больше
игроки β и γ получают от пропуска хода в том случае, когда α устраняет
третьего игрока.

Теорема 1 (Основная теорема) Для достаточно больших значений
α и последовательностей стрельбы αβγ, βγα, и γαβ существует (сме-
шанное) SPE-равновесие, в котором игроки β, γ пропускают ход с поло-
жительной вероятностью, а игрок α смешивает стратегии стрельбы
в своих противников.

Доказательство. Рассмотрим следующий профиль стратегий. Игрок γ
всегда стреляет в воздух в случае, когда все игроки живы в последова-
тельности βγα(1) (при условии, когда β пропустил ход, а до β пропуска
хода не было). Игрок γ стреляет в β во всех прочих предысториях.

Игрок β стреляет в воздух в раунде 1 или в случае, когда α выстре-
лил в γ на предыдущем ходу. Если же α стрелял в β, то β смешивает
стратегии стрельбы в воздух и стрельбы в γ. (Это необходимо для сти-
мулирования α стрелять в β.) Если α стрелял в воздух, то β стреляет в
γ.
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Игрок α стреляет в воздух, если может, иначе, он смешивает стрельбу
в β и γ.

Для наглядности изобразим стратегии игроков в виде блок-схемы.
Так как при попадании игрока в цель, игра сводится к дуэли с понятным
исходом, для упрощения будем рассматривать только промахи.

β γ α

β γ

β

Дуэль
α, γ

β ↑ γ ↑

(1− q)[α→ β]

q[α→ γ]

β ↑

(1− p)[β ↑] p[β → γ] γ → β

Обозначим через q вероятность, с которой α стреляет в γ, через p
вероятность, с которой β стреляет в γ, если α стреляет в β; q∗ = 1 − q,
p∗ = 1− p.

Имеем следующие условия:

Pβ = β
α∗β

1− α∗β∗
= α∗Pβ + α

[
q

β

1− α∗β∗
+ q∗ × 0

]
,

P γαβ(1)
γ = q

[
α× 0 + α∗P γαβ(1)

γ

]
+ q∗

[
α× 1 + α∗p∗P γαβ(1)

γ + α∗pβ∗α∗
]
≥ α∗,

Pαβγ(2)
α (γ) = α× β∗α

1− α∗β∗
+ α∗Pαβγ(2)

α (γ) =

= α× 0 + α∗
[
pβ

α

1− α∗β∗
+ pβ∗α + p∗Pαβγ(2)

α (γ)

]
= Pαβγ(2)

α (β).

Из первого равенства мы можем найти q. Имеем:

αβ
α∗β

1− α∗β∗
= αq

β

1− α∗β∗
,

q = α∗β.
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Из последнего равенства находим p:

Pαβγ(2)
α (γ) =

αβ∗

1− α∗β∗
= α∗

[
pβ

α

1− α∗β∗
+ pβ∗α + p∗

αβ∗

1− α∗β∗

]
β∗ = α∗ (pβ + p∗β∗ + pβ∗(1− α∗β∗))
β∗ = α∗(p+ p∗β∗ − pβ∗α∗β∗)
β∗ = α∗(p+ β∗ − pβ∗ − pβ∗α∗β∗)

p =
β∗ − β∗α∗

α∗(β − β∗α∗β∗)
=

β∗α

α∗(β − α∗β∗β∗)
=

α− αβ
β − αβ − α∗α∗β∗β∗

=

=
αβ∗

βα∗ − α∗α∗β∗β∗

Наконец, нам нужно проверить, что γ захочет выстрелить в воздух.
Вычислим значение Pγ.

P γαβ(1)
γ (1− α∗q − α∗q∗p∗) = q∗α + q∗α∗pβ∗α∗,

P γαβ(1)
γ =

q∗α + q∗α∗pβ∗α∗

1− α∗q − α∗q∗p∗
=

=
q∗α + q∗α∗pβ∗α∗

1− α∗q − α∗q∗ + α∗q∗p
=

q∗α + q∗α∗pβ∗α∗

α + α∗q∗p
.

Мы хотим доказать, что это значение больше α∗, если α > α∗. Имеем:

q∗α + q∗α∗pβ∗α∗

α + α∗q∗p
> α∗ ⇔

q∗α + q∗α∗pβ∗α∗ > α∗(α + α∗q∗p)⇔
α(q∗ − α∗) > q∗pα∗α∗β ⇔

α(α− α∗β) > pα∗α∗β(1− α∗β) =
αβ∗

βα∗ − α∗α∗β∗β∗
· α∗α∗β(1− α∗β)⇔

(α− α∗β)(β − α∗β∗β∗) > β∗α∗β(1− α∗β)⇔
(α− α∗β) · (β − α∗β∗β∗) > (β∗α∗) · (β − βα∗β)

При β ≥ α > α∗ ≥ β∗ выполнены неравенства

α− α∗β > α∗ − α∗β = β∗α∗
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и

β − α∗β∗β∗ > β − βα∗β ⇔ βα∗β > α∗β∗β∗ ⇔ ββ > β∗β∗,

откуда требуемое неравенство выполнено при данных ограничениях.

7 Выводы и заключение
Приведём пример вычислений в конкретном случае, α = 0.8, β = 0.9,
γ = 1.

Подставляя формулы для p и q, получаем, что q = 0.18, p ∼ 0, 44543.
Выигрыши игроков в этом случае составят Pα ∼ 0.08163, Pβ ∼ 0.16531,
Pγ ∼ 0.75306.

Мы видим, что в данном равновесии сценарий «выживания слабей-
шего» не выполняется! Напротив, у самого сильного из игроков макси-
мальные шансы на победу. Более того, эти шансы тем выше, чем ближе
α и β к единице. Фактически речь идёт о «молчаливом сговоре» сильных
игроков против слабого. Несмотря на то, что средний по силе игрок при
этом имеет также достаточно низкие шансы на выживание, стратегии
устроены так, что в одиночку он ничего поделать не может.

Появление такого равновесия показывает нам, что в теории дуэлей
трёх и более лиц — даже не три дна (см. [4]), а ещё больше. Заметим,
что за бортом нашего исследования остались «одновременные дуэли»
нескольких лиц, а также другие способы формализации конца игры (не
говоря уже о другом циклическом порядке стрельбы троих игроков).
Также представляет интерес обобщение результатов на более общий слу-
чай сетевого взаимодействия N игроков. Всё это составит предмет буду-
щих теоретико-игровых прорывов.
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